Capitolo Sesto
INFINITI EINFINITESIMI

81. ORDINI DI INFINITO

DEFINIZIONE. Siadataunafunzionef: E(0 R) - R esiaa (0 R O {0, +0, -0} ) di ac-
cumulazione per E. Diremo chef einfinita per x chetende ad a, o, brevemente, ina, see

)I(i m f(X) = oo (0, eventualmente, +o 0 -o).

In questo caso, diremo anche che f & un infinito per x chetendead a.

ESEMPIO. 1) Sono infinite le funzioni:

XN perx - o, eX perx - +oo, tgx, perxag,

ﬁ,perxq 2, logx, perx » +weperx - 0.

Consideriamo le funzioni (di R in R) x, 2x, x(2 + sinx), eX. Tutte queste funzioni sono in

finite per x - +c0, matendono tutte ainfinito con la stessa rapidita? Per poter rispondere alla
domanda, abbiamo bisogno di un criterio per misurare questa 'rapidita. Dobbiamo cioé deci-
dere quand'é che due funzioni tendono al'infinito con la stessa velocita e quando una fun-
zione tende a infinito piu rapidamente di un'altra. Le scelte possibili sono, a priori diverse.
Qui adottiamo una delle possibili scelte che, pur non essendo la pit generale possibile, € piu
che sufficiente ai nostri scopi.

DEFINIZIONE. Siano f,g: E(0 R) - K dueinfiniti per x -— o (0 R O {0, 400, -00}).
Diremo chef é equivalentea g, e scriveremof ~ g, seé

1l _
lim 15691=" 0 R\ {0}

OSSERVAZIONE. Si hadunque, in particolare, f ~ g see I|m ((x)) =loR\ {0}, ma
)

non é vero il viceversa. Puo cioé succedere cherisulti f ~ g senzacheesistail I|m ) gx) come
appare dal seguente

ESEMPIO. 2) Sianof,g: N ~ R, conf(n) =2neg(n) = (-1)™n. S ha lim_ Ilg((n))ll 20 R

f(n)

\ {0}, dacui f ~ g, pur non esistendo il I| +wg(n)

1 Unadefinizione pit generale & la seguente: Due funzioni f,g, infinite per x — o sono equivalenti se esiste
un intorno di o dove, per ogni x # a & f(x) = g(x) ¢(x), con ¢ funzione limitata e discosta da zero..
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TEOREMA 1. Quella sopra definita € una relazione di equivalenza nell'insieme delle
funzioni infinite per x - a.

£ f
DIM. Essendo lim Ifgg} 1,s haf ~ f. Dalim ||g(()>(<))|| =10 R\ {0}, s ottiene I|m ||?((>)<())||

| 0 R \{0}; dunque, daf ~ gsegueg ~ f.In fine, da||m ||(())|| =l e I|m I%E gI m,

conl,mo R \ {0}, s ottiene lim Ilgl((x))ll lim ||;(()>(<))|| I%Egi Imo R\ {0}; dunque, daf ~ g

eg ~ hseguef ~ h. O

DEFINIZIONE. Le class dell'equivalenza ora definita prendono il nome di ordini di infi-
nito. La classe di equivalenza alla quale appartiene lafunzione f si indica con Ordq f 0, sem-

plicemente, Ordf se non ci possono essere equivoci riguardo al punto a. E dunque, per defi-
nizione,

Ordqf=0rdggseesoloseef ~ g.

ESEMPIO. 3) Si ha Ordio X2= Ordse, (2¢2- 3x + 1).
E anche:
Ord,y, tgx= Ord,,f(x), conf() = 2 ;
infatti, s ha
T xsinx " X

tgx

%z f(x) - x_.%z COSX x—ﬁgz g
x

=1

DEFINIZIONE. Siano f,g: E(0 R) - R dueinfiniti per x - o (0 R O {oo, +oo, -00}).
Diremo chef é strettamente equivalente ag e scriveremo f = g, seé

E di immediata verificail

funzioni infinite per x - a. Inoltreda f = g segue f ~ g, mentre non sussiste |'implica-

TEOREMA 2. Quella ora definita € una relazione di equivalenza nell'insieme delle
zione opposta. [

Cio s esprime dicendo che I'equivalenza™ =" € strettamente piu fine dell'equivalenza™ .

ESEMPI. 4) Riesaminando le funzioni dell'Esempio 3, si vede che, per x — g tgx e

strettamente equivalente a % , mentre, per X —» o, X2 non e strettamente equivalente a
2x2 - 3x + 1.
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5) Posto f(x) =x e g(x) =[X], si haf = g. Lo s ricavaimmediatamente osservando che &

X x-1
IZXZ X

- 1

Confronto fragli ordini di infinito

DEFINIZIONE. Siano f,g: E(0 R) - R dueinfiniti per x - o (0 R O {, +00, -00}).
Diremo che € Ordyf > Ordg g se e

lim (())—oo o, cid che &lo stesso, seé lim ||;((X))|I e

TEOREMA 3. La definizione appena date e coerente, ossia: daf ~ fi, g ~ 01,
Ordqy f > Ordqy g segue Ordy f1 > Ordy g;.

DIM. Per ipotesi, si ha:

9] _ o] _ Rl _
Mool =" M jgyeg) =M conh MO RO i jgpg) =+

N 091 _ 001 )] 9] _

Si ottiene: WM 10,1 = A FOI1 19091 102091

ffi()] 1
dato che 0] ~ 0.0

TEOREMA 4. Quella appena definita e una relazione d'ordine fra gli ordini di infi-
nito (semprecon x — a). O

Cio significa che non & mai Ordy f > Ordy f (proprieta antiriflessiva), che se & Ordg f >
Ordq g, hon pud essere Ordy g > Ordq f (proprieta antissmmetrica in forma forte) e, in fine,
che da Ordyf > Ordy g € Ordy g > Ordg h segue Ordy f > Ordg h (proprieta transitiva). La ve-
rificaeimmediata.

ESEMPIO. 6) Per x — +o, s ha: Ordx3 > Ordx2 > Ordx.
Ordex> Ordx' > Ord Iogx perogniro Rt.

Inoltre, Ordo+ logx < Ordo+ - perognir o R*.

OSSERVAZIONE. L'ordinamento cosi stabilito nell'insieme degli ordini di infinito non e
totale. Esistono cioe elementi inconfrontabili.

ESEMPI. 7) Le funzioni f(x) = x + x2sin2x e g(x) = x sono entrambi infinite per x - +oo.
[fO3l

Ma, non esistendo il Xlirpoo 1909 non puo essere né Ordf = Ord g, né Ordf > Ordg, né Ordg >

Ordf. Per verificare che, effettivamente, il limite non esiste, basta osservare che, per gli x del

fx) _ : . fx) _ x+x2
tipokm, k O 7 \ {0}, e 9 - = 1, mentre per gli x del tlpo +km ko 7, e gx - x
che tende a +oo.

8) Sono del pari inconfrontabili gli ordini di infinito, sempre per x - +co, delle funzioni x
ex(2 + sinx).
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82. ORDINI DI INFINITESIMO

DEFINIZIONE. Siadataunafunzionef: E(0 R) - R esiaa (0 R O {0, +o0, -0} ) di ac-
cumulazione per E. Diremo chef e infinitesima per x chetende a a, o, brevemente, ina, seée

)|(i£T(1x f(x) = 0.

In questo caso, diremo anche che f & un infinitesimo per x chetende ad a.

ESEMPIO. 1) Sono infinitesime le funzioni:

XN perx - 0, eXperx- -0, {tgx perx - m,

1
- Perx - o, logx, per x - 1.

Per semplicita, ci limiteremo a caso di funzioni che tendono a0 a tenderedi xaa (0 R O
{00, +00, -00}) e che non si annullano in tutto un intorno di a (salvo, eventualmente, nel punto
stessoseea O R).

DEFINIZIONE. Sianof,g: E(0 k) - R, dueinfinitesimi per x — o (0 R O {0, +oo,
-0} ). Diremo che f é equivalente ag, e scriveremof ~ g, seé

LG
lim 90|~ loR\{0}.2

OSSERVAZIONE. S hadunque, in particolare, f ~ gse e I|m g((x)) =loR\ {0}, ma
f(x)

non e vero il viceversa. Puo cioe succedere cherisulti f ~ g senzache esigtail I|m g0’ come
appare dal seguente

ESEMPIO. 2) Sianof,g: N - R, conf(n) = o eg(n) (1) .Siha lim ||())|| 20 R\
f(n)
{0}, dacui f ~ g, pur non esistendo il I| +mg(n)

Ragionando come nel caso degli infiniti, si prova subito il

TEOREMA 5. Quella sopra definita € una relazione di equivalenza nell'insieme delle
funzioni infinitessime per x - a. [

DEFINIZIONE. Le class dell'equivalenza ora definita prendono il nome di ordini di infi-
nitesimo. La classe di equivalenza alla quale appartiene la funzione f si indica con ordq f 0,
semplicemente, ordf se non ci possono essere equivoci riguardo a punto a. E dunque, per de-
finizione,

2 Anche in questo caso, una definizione piti generale & la seguente: Due funzioni f,g, infinitesime per x - o
sono equivalenti se esiste un intorno di a dove, per ogni x # a € f(x) = g(x) ¢(x), con ¢ funzione limitata e di-
scosta da zero..
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ordgf=ordqygseesoloseef ~ g.

ESEMPIO.3) Siha  ordg x=0rdy(2x+ 3 sinx) = ordy tgx

ord, (1 - cosx) = ord, X2, a@endolmgl COSX~ %

ordg (eX-1)= ordy x= ordp log(x + 1);

ordg (x - sinx) = ordg X3, datocheelmax snx:(ls_

DEFINIZIONE. Sianof,g: E(C R) — R dueinfinitesmi per x - a (0 R O { oo, +0, -0} ).
Diremo chef é strettamente equivalente ag, e scriveremof = g, seé

o) _
)lex o(x)

TEOREMA 6. Quella ora definita € una relazione di equivalenza nell'insieme delle
funzioni infinitesime per X — a. Inoltreda f = g segue f ~ g, mentre non sussiste |'impli-
cazione opposta. [

Cio si esprime dicendo che l'equivalenza" =" e strettamente piu fine dell'equivalenza™ ~ .
ESEMPIO0. 4) Riesaminando le funzioni dell'Esempo 3, si vede che, per x - 0, &
X = SnX = tgXx = -1 = log(x + 1);
X2 . x3
1-cosx = 5 X-9nX= g
Confronto fragli ordini di infinitessmo

DEFINIZIONE. Sianof,g: E(0 R) — R dueinfinitesimi per x — o (O R O {0, +00, -00}).
Diremo cheéordyf>ordygseé

Procedendo come nel caso degli infiniti, si provano i seguenti Teoremi:

TEOREMA 7. La definizione appena date € coerente, ossia: daf ~ fy, g ~ gq, ordg f
> ordy g segue ordy f; > ordggr. O

TEOREMA 8. Quella appena definita e una relazione d'ordine fra gli ordini di infini-
tesimo (semprecon X — ). O

ESEMPIO.5) S ha ordg x3 > ordg X2 > ordg X.

ord ., eX> ord _ooxln, perogni n 0O N*.

OSSERVAZIONE. L'ordinamento cosi stabilito nell'insieme degli ordini di infinitesimo
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non e totale. Esistono cioe elementi inconfrontabili.

ESEMPIO. 6) Lefunzioni f(x) = x + xsin2(1/x) e g(x) = x sono entrambi infinitesime per
X — 0. Ma, non esistendo il !(im) EJ(()%ll non puo essere né ordf = ordg, né ordf > ordg, né
ordg > ordf. Per accertare che, in effetti, il [imite non esiste, basta osservare che, per gli x del

tlpoﬁ ko Z\{0},é ;(())(()) =1, mentre per gli X per cui & %:g+kn ko Z, e;(())(())—z

§3. ORDINI DI

I (ONN®)
E OPERAZIO U

I T DI INFINITESIMO
RA F Z1 ONI

FI'N
I F N

N
N
Dai Teoremi sul limite del prodotto e delle funzioni composte, segue subito il seguente

TEOREMA 9. Sanof, f;,g,01: E(O R) - R infiniteper x - a (0 R 0O {0, +00, -c0}).
1) Seeéf ~ fieg~ gy, alloraéanchefg ~ fi10;.
2) Sef, fy sono positiveinunintornodi a eseef ~ fq, allora, per ogni numero reale

positivo k & anche fk . K,
3) S ha Ordy fg > Ordg f.

4) Le funzioni fle;sonoinfinitesimeper X > aes ha Ordyf=0rdygseesolosee
éeOrde>Ordugseesoloseéordq% >orda§. O

Le Proposizioni (1) e (2) si esprimono dicendo che larelazione di equivalenza é compati-
bile con il prodotto di funzioni e |I'elevamento a potenza.

ordg % = ordg

Dal Teoremasul limite della somma, segue poi subito il seguente

TEOREMA 10. Sanof, g: E(@ R) - R infiniteper x - a (0 R O {0, +oo, -c0}).
1) Seeé Ordyf > Ordy g, allora anche f + g €infinita per X - a esi ha Ordy(f + g) =
Ordgf; sihaanz: f+g = f. Lastessates sussiste anche selafunzione g e limitata.

2) Seé Ordyf =Ordgg eseanchef + g éinfinitaper x —» a, s haOrdg(f + g) < Ordg f,
valendo il segno "<" se e solo sef e strettamente equivalente a -g. [

Principio di sostituzione degli infiniti
TEOREMA 11. Sanof, f1, g, 91: E(0 R) - R infinite per x - a (0 R O {, +oo,

-o}); conf = fieg = gp; allora, seesisteil I|m ((x))_l esiste ed euguale al ancheil

f1(x)
W g, (%)

DIM. S ha
()

1(})

(09 100 900 _ 4} 1=
B0 g g9 T AEE
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ESEMPIO. 1) S ha

+3x2+2x-1_ . x3_1

A, 23+ xarctgx ~ x-+w2x3 2

Passiamo agli infinitesimi. Dai Teoremi sui limiti del prodotto e delle funzioni composte,
segue subito il seguente

TEOREMA 12. Sanof, f1, g, g1: E(0 R) —» R infinitesmeper x - a (0 R O {co, +co,

-oo}).
1) Seef ~ fyeg~ gy, alloraéanchefg ~ fi0;.

2) Sanof, f; positiveinunintornodi a; seef ~ fq1, allora, per ogni numero reale po-
sitivo k @anchefk ~ fy.

3) S ha ordy fg > ordy f.

4) Le funzioni 1 e; sono infinite per x —» o (dato che, per ipotesi, f eg non si annul-

f~g
lano in tutto un intorno di a). S ha ordg f = ordo(gs;eesoloszeéOrdo(f Ordq geordo(f
> ordg g seesoloseéOrdO(T1 > Ordqy 91] O

Le Proposizioni (1) e (2) si esprimono dicendo che la relazione di equivalenza € compati-
bile con il prodotto di funzioni e con I'elevamento a potenza.

Dal Teoremasul limite della somma, segue poi subito il seguente

TEOREMA 13. Sanof, g: E(0 R) — R infinitesimeper x - a (0 R O {, +o, -00}).

1) Seeordy f <ordyg, alloraanchef + g non si annullain tutto un intorno di o e si ha
ordg(f +g) =ordy f; s haanzi: f+g = f.

2) Seéordyf = ordyg e seanchef + g non s annulla in tutto un intorno di a, si ha
ordy(f + g) = ordqf, valendo il segno ">" se e solo sef e strettamente equivalente a -g. [

Principio di sostituzione degli infinitesimi
In modo analogo a quanto fatto per gli infiniti, s provail

TEOREMA 14. Sanof, f1, g, g1: E(0 R) —» R infinitesmeper x - a (0 R O {co, +co,
-o}); conf = fyeg = gy, allora, seesisteil I|m g((x)) =1, esiste ed e uguale a | ancheiil
f1(x)
1M 6100+

ESEMPI. 2) Si ha
X+ 33+ 2(1-cosx) _ 1

Lim) 3sinx + x arctgx In?)Ssmx 3

. R . x3 X2 .
3) Ricordando che éx - Sinx = gel- COSX = 5, S ha:

I ex - gsinx i eSinX(xx -sinx - 1) — i X-sinx _1
n?)x(l COSX) ) X(1 - cosx) —S e T3
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84. ORDINI D'INFINITO O D'INFINITESIMO REALI,
SOPRAREALI, SOTTOREALI, INFRAREALI
Sappiamo che I'insieme degli ordini di infinito per x - o (0 R O {0, +00, -00}) € solo par-
zialmente ordinato. Vogliamo ora occuparci di un suo sottoi nsieme totalmente ordinato e con-
tenente le funzioni elementari.

Siccome la funzione identica € infinita per X — oo, € naturale cominciare con il caso a =
+00,

Sappiamo che I'equivalenza frainfiniti € compatibile con il prodotto e con I'innalzamento a
potenza. Percio, assunto

Ordsex =1,
e naturale assumere anche
Ord,, XK=k, Ok> 0.
Orasi ha Ordio XN XK= Ordyeox"* K =h+k
e Ord,e (XN)K = Ord,q,xhK = hk.

Generalizzando questo fatto, s accetta la seguente

DEFINIZIONE. Detti f,g: E(0 R) —» R dueinfiniti per x — +co, S assume
Ord4efg = Ord;ef + Ord,« g
e, sef e positivain unintorno di +oo,
Ordie K=K Ordie
Sef einfinitaper x chetendea- «, si assume
Ord.» f(X) = Ord:+f(-X).

Passiamo agli infiniti per x che tende ad xo O R (in particolare xg = 0). Dal Teorema sul
limite delle funzioni composte si ottiene subito il

TEOREMA 15. Sef,0: E(0 R) —» R sono dueinfiniti equivalenti per x - xoO R, al-
lora sono equivalenti, per x — oo, gli infiniti f(xg +%‘) e g(xo +%‘). O
E dunque natural e accettare |a seguente

DEFINIZIONE. Sef: E(0 R) - R éinfinitaper x - xo O R, si pone:
Ordly f(4) = Orcl (X +3).

E dunque, in particolare:

1 1 k=
OrdXO |X N Xolk_ Ord+oo IXO + 1t - Xolk Ord+oot k,
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1

W:k.

dacui Ordp

Sappiamo cheexhrpw%: +oo, I nO N*; édunque

Ord;0 € > OrdsooX (=n), OnO N* .

DEFINIZIONE. Siaf: E(0 R) —» R infinitaper x - a (0 R O {oo, +oo, -00}). Se, per ogni
numero reale k > 0, € Ordy f > k, si dice che I'ordine di infinito di f per x — o e soprareale.
Se, per ogni numero redle k > 0, € Ordg f <Kk, si dice che l'ordine di infinito di f perx - a e
sottoreale. Se esiste numero reale k > 0 tale chek < Ordy f < k + €, per ogni € > 0, si dice che
I'ordine di infinito di f per x - a éinfrareale.

ESEMPIO. 1) Siaa > 1; alora Ord;.a* € soprareale e Ord.. 10ga X € sottoreale, mentre &
infrareale Ord.« X l0ga X, dato che, D e>0¢é

1= 0rdseo X < Ord;e, X10ga X < Ordyox1+ €=1+¢.

Osserviamo ancora che non c'e un unico ordine di infinito soprareale né un unico ordine di
infinito sottoreale. Si ha, infatti:

Ord4co €% < Ord; €2 X< Ord;, €3%X < -+ ;
Ord;e logx > Ord. l0g logax > Ord.., log log loga x > ...
Ne viene, fral'atro, che non esiste né un ordine di infinito massimo, né uno minimo.
Passiamo agli infinitesimi.
Anche l'insieme degli ordini di infinitessmo per x - o (O R O {0, +c0, -0}) & solo par-

ziadmente ordinato. Come giafatto per gli infiniti, vogliamo occuparci di un suo sottoinsieme
totalmente ordinato e contenente le funzioni elementari.

Siccome lafunzione identica e infinitessima per x - 0, € naturale cominciare con il caso a
=0.
Sappiamo che I'equivalenza fra infinitesimi & compatibile con il prodotto e con I'innalza-
mento a potenza. Percio, assunto
ordgx =1,

€ natural e assumere anche
ordg XK=k, Ok> 0.

Ragioni analoghe a quelle viste per gli infiniti, ci portano ad accettare la
DEFINIZIONE. Detti f,g: E(O0 R) - R dueinfinitesimi per x — 0, Sl assume
ordgfg=ordpf + ordp g
e, sef e positivain un intorno di O,

ordgfk=kordgf O k> 0.
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Si ammette poi che, per ogni Xo 0 K, sia
ordy, [x- xo[<=k,  per ogni k> 0.

Passiamo agli infinitesimi per x che tende a +o (a -c). Dal Teorema sul limite delle fun-
zioni composte si ottiene subito il

TEOREMA 16. Sef,g: E(0 R) - R sono dueinfinitesimi equivalenti per x — +oo [per
X — -oo], allora sono equivalenti, per x — O, gli infinitesimi

1 1

0 O O [
f%lm © g%lm A5 ¢ oKip"
E dunque natural e accettare la seguente

DEFINIZIONE. Sef: E(0 R) - R éinfinitesmaper x — +oo [per X - -], Si pone:

ord+o f(X) = ordpf %E %)rd-oof(x) = ordof HP%I%

E dunque, in particolare;

Orde— = ordg XK =Kk.

1
&

Analogamente a quanto fatto per gli infiniti, si dala nozione di ordini di infinitesimo so-
prareale, sottoreale e infrareale.

DEFINIZIONE. Siaf: E@@ R) —» R infinitessmaper x - o (0 R O {0, +o0, -0} ). Se, per

ogni numero realek > 0 e ordy f > k, s dice che l'ordine di infinitesimo di f per x — o & sopra-
reale. Se, per ogni numero reale k > 0 e ordy f <k, si dice che l'ordine di infinitesimo di f per x

- O e sottoreale. Se esiste un numero realek > 0talechek < ordyf <k + €, per ogni € >0, s
dice chel'ordine di infinitessimo di f per X - a éinfrareale.

ESEMPIO. 2) Tenendo conto dei limiti notevoli, si ottiene che ord..,eX & soprareale, ordy

Iot]x e sottoreale, ordg x logx é infrareale.
Si ha, inoltre:
ordpx = ordpsinx = ordparctgx = ordp (eX- 1)= ordplog(1 +x) = 1,

ordp (1 - cosx) = 2; ordp(x - sinx) = 3.

L egami fra ordini di infinito e ordini di infinitesmo
Dalle definizioni sopra adottate segue subito il

TEOREMA 17. Saf: E(@ k) — R uninfinito [un infinitesmo] per x — o (O R O {eo,
+00, -00}). S ha

1 1
Ordg f(x) = orde gy %)rda f(x) = Ordg @% 0
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Nella pratica € comoda la seguente

DEFINIZIONE. Gli ordini di infinito [di infinitesimo] si assumono come ordini di infini-
tesimo [di infinito] negativi. Le funzioni limitate e discoste da O si assumono come infinite e
infinitesme di ordine 0.

ESEMPIO. 3) S ha

xv2xarclgx _, 1, 0 5_ 1

Ordioo™ " 041 2 2

dunque, lanostrafunzione e infinitesima di ordine %

8§5. ESERCIZI

1) Determinare gli ordini di infinito, per x — +co delle seguenti funzioni:

54 %2 - 2
a37—X2; szix:%xl (1+29) VX Lt 2 Iog()i+x); Xearcigx +x sin

¥2
X2(1+sin2x), x2+x(1+sinx).
x+logx vx+1

X ZFsinx |

(x+ larctgx’

X3(x + 1)° - x8;

) .
X;;XT11+VX3+2-X; '\/x2 X SlrlX+(x2-1)arctgx+x?/x.

X x3- sinx
2) Determinare gli ordini di infinitesimo, per x — 0 delle seguenti funzioni:

arcsindx; Vigx; x2(eX-1); x3-5x2; sSin?x+tg2x; Sin?*x cos3x;
xarctgx, x2(arctgx +x). log(1l+ sinx)
vsnx '~ VI-Coxx | vignx

X+snx;, 1-eX

3) Disporrein ordine crescente gli ordini di infinito per x — +co delle seguenti funzioni:

x. xlogx, r——  xlog2x: xlogx .
’ 9%, logx’ 9%, log log x’
3
xlogx (log logx)?; xlogx (log logx)°, x log(x logx).

logx ’

4) Si provi che, se f(x) € unafunzione che tende a +o [a -] per x - o (O R O {c, +oo,

-00}) e se Ordf non & sottoreale, aloraef(® & un infinito di ordine soprareale [un infinitesimo
di ordine soprareal€e]. Si provi, mediante esempi, che se Ordf e sottoreale, allora la funzione

ef®) puo avere ordine di infinito [di infinitesimo] sottoreale, reale, soprareale.

[Casof — +co, con 0 = +o0.. Essendo Ordf non sottoreale, esiste un numero positivo k per
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cui @ Ordf > k. E dunque f)(j? . +oo, Esiste percio un intorno di +eo in cui si ha f(xX) > xk. Per

ogni numero naturale n si ha dunque

@: ef®) exk: f(x) - xk ik
xN e)(k xNn (Xk)n/ k

— +o00,

Controesempi, sempre con f — +0 e a = +o. Siano f1(X) = log2x, fo(x) = logx, f3(X) =
loglogx. Tutte tre queste funzioni sono degli infiniti di ordine sottoreale, ma expf, e di ordine
soprareale, expf, édi ordine 1 e, in fine, expfz & di ordine sottoreale. Per verificare che, ef-
fettivamente, expf, € di ordine soprareale, basta osservare che e

expfi(X) _

0 exp (log2x -n logx) — +0.]

5) Si provi che, se f(x) € unafunzione chetendea+c perx — o (0 R O {0, +o0, -0} ) e s
Ordf non e soprareale, allora logf(x) € un infinito di ordine sottoreale. Si provi, mediante
esempi, che se Ordf & soprareale, aloralafunzione logf(x) pud avere ordine di infinito sotto-
reale, reale, soprareale.

[Casof - +0, con a = +c0. Essendo Ordf non soprareale, esiste un numero positivo k per

cui € Ordf <k. E dunquef)(()l? — 0. Esiste percio un intorno di +oo in cui si haf(x) < xk e, di

conseguenza, anche logf(x) < logxk. Per ogni numero reale h si ha dunque

logf(x) _ logf(x) Iogxk<klogx 0
xh 7 logxk  xh xh T

Controesempi, sempre con a = +eo. Siano f1(x) = exp(expXx), f2(x) = €, f3(x) = exp (Iog2x).
Tutte tre queste funzioni sono degli infiniti di ordine soprareale, malogf; € di ordine sopra
reale, logf, edi ordine 1 e, infine, logfs € di ordine sottoreae.]



